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ΘΕΜΑ B 

:g ℝ ℝ  με  
2

4
x

x

e
g x

e



   

   : 0,  με  lnh h x x  ℝ   

 

Β1. Πρέπει: 
h

x A  και ( ) 0
g

h x A x     και  ln 0x x  ℝ   και  0 0x x   . 

Άρα  (0, )fA   . 

2
2 ln ln 2

ln

4 4 4
( ) ( ( ))

x x

x

e e x
f x g h x

e x x



  

     

 

B2. i) 
2

4 4
( ) ( ) 1 0, για κάθε 0f x x x

x x
          

Άρα η ( )f x  είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, )   

ii) 

2 02 2 2 γν.φθιν4

2

4 4 4
( ) ( )

4

fe e
f f e e

e e e

  

 






  
      



  ισχύει 

 

Β3.  
0 0

4
lim ( ) lim 0
x x

f x x
x 

 

 
       

 
  

Η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf. 

2

( ) 4
lim lim 1 0 1 1

lim ( )

x x

x

f x

x x

f x





 



 
        

 



ℝ

1

4 4
lim lim 0
x x

x x x
x x


 



              
ℝ

 

Η ευθεία y = – x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf. στο +∞. 
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Β4. 
 
 

2
συν 1

lim
x

x

f x



 

   

2 2

2 2

1 1
lim lim lim lim 0

( ) 4

συν 1 συν 11 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
lim 0 lim

( ) ( )

x x x x

x x

x x

f x x x x

x x

f x f x f x f x f x

f x f x

   

 

   
  

 
    

 
    

 

 

Από κριτήριο παρεμβολής: 
 
 

2
συν 1

lim 0
x

x

f x



  

 

 

ΘΕΜΑ Γ  

2
3 3, 1

( ) 1
, 1

x x x

f x a
a x

x

    


 
 



ℝ

 

3

2

( )d =1x f x x
 

 

Γ1.  

 

3 3

2 2

3
3 2

2 2

2 2

1
( )d =1 d =1

1 d =1 1
2

3 2
3 2 1

2 2

3

x f x x x a x
x

a x
a x x x

a a

 
     

 

 
      

 

    
       

   

 



9
2

2

a
  2 1a  

2

9 4 0

5 0 0

a a

a a



     

   

 

 

Γ2. i)  

2 3 3, 1

( ) 1
, 1

x x x

f x
x

x

    


 

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2 2

1 1 1

0

20

DLH 1 1

0

0

DLH1 1 1

2

1

( ) (1) 3 3 1 3 2
lim lim lim

1 1 1

( 3 2) 2 3
lim lim 2 3 1

( 1) 1

11 11
( ) (1)

lim lim lim
1 1 ( 1)

1

lim
1

x x x

x x

x x x

x

f x f x x x x

x x x

x x x

x

f x f xx

x x x

x

  

 

  



  

 
 
 

 

 
 
 

  



       
 

  

   
     



 
      

  


  1

 

Άρα 
 

(1) 1,f     δηλαδή ορίζεται η εφαπτομένη (ε) της  Cf  στο σημείο με x0 = 1. 

 

ii) (1) 1, (1) 1f f      

: (1) (1) ( 1) 1 1 ( 1)

1 1 2

3
(1) 1 εφ εφ135 135 .

4

y f f x y x

y x y x

f





 

          

       

       
� �

 

 

 

Γ3. Αν  1: 2 3 0,x f ΄ x x      για κάθε x < 1 

Άρα η γνησίως φθίνουσα στο ( ,1]f   

Αν  
2

1
1: 0,x f ΄ x

x
     για κάθε x > 1 

Άρα η  γνησίως φθίνουσα στο 1,f   

Η f παρ/μη στο x = 1 άρα και συνεχής στο x = 1 

οπότε η γνησίως φθίνουσα στοf  R άρα είναι και 1-1 

         
γνησίως φθίνουσα

, lim , lim 0,
f

x x
f f x f x

 

      

γιατί:  
1

lim lim 0
x x

f x
x 

   

   2 2
lim lim 3 3 lim
x x x

f x x x x
  

        
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Γ4.  

 
 

Η ε  για 0 2 0 2y x x       

 

Το σημείο τομής της ε με τον x x  είναι (2,0)   

3

2
( ) 0f x

x
    , για κάθε 1x    

Άρα η f  κυρτή στο  1,  οπότε η fC  βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της σε κάθε 

σημείο εκτός από το σημείο επαφής. Δηλαδή ( ) 2f x x    

 
1

1 1

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ln ln ln1 1

2 2 2 2 2

e e

e

E f x dx E dx x e
x





  
                

 

 

ΘΕΜΑ Δ  

 

1

1
: 0,2 με ( ) ln(2 ) ,

( ) 2
lim

1x

f f x x
x

f x x

x

 



     

 
 



ℝ ℝ

ℓ ℝ

 

 

Δ1. Θέτω:  

1

( ) 2
( ) ( ) 2 ( ) ( 1)

1

( ) ( ) ( 1) 2 με  lim ( )
x

f x x
g x f x x g x x

x

f x g x x x g x


 
       



       ℓ

 

Η f συνεχής στο x = 1 ως πράξεις συνεχών άρα  

 
1 1

(1) lim ( ) lim g( ) 1 2 0 2 2
x x

f f x x x x
 

            ℓ  

Άρα  

 
1

(1) 2 ln 2 1 2 ln1 1 2 3.
1

f                

 

  

0

1

1 2

Cf

x

y

e
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Δ2. 
1

( ) ln(2 ) 3, (0,2)f x x x
x

      

2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2
( ) (2 )

2 2 2 ( 2)

x x
f x x

x x x x x x x x

 
          

   
 

2
( ) 0 2 0f x x x       

21 4 1 ( 2) 1 8 9 0           

1,2

2
1

1 9 1 3 2

42 1 2
2 (0,2)

2

x


   

 


   

 

2

2 0

2

0

( ) 0 2 0 0 1
x

x

f x x x x
 



         

 

 
 

    
γν.αυξ.

1
0

(0,1] lim ( ), (1) ,2
f

x

f f x f




    
 

γιατί: 
0

1
lim ln(2 ) 3 ln 2 ( ) 3
x

x

x




 
          

 

(1) 2f   

Το 
1

0  άρα η εξίσωση ( ) 0f x   έχει ρίζα 
1

1x   και είναι μοναδική γιατί η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα. 

 

    
γν.φθ.

2
2

[1,2) lim ( ), (1) ,2
f

x

f f x f




    
 

γιατί: 
2

1 1
lim ln(2 ) 3 ( ) 3

2x

x

x




 
          

 

γιατί: 
2

2 0
0

lim ln(2 ) lim ln
u x

x u
u

x u
 



 

 


  


 

 

Το 
2

0  άρα η εξίσωση ( ) 0f x   έχει ρίζα 
2

1x   και είναι μοναδική γιατί η  f  είναι 

γνησίως φθίνουσα. 
γν.αύξ.στο(0,1]

1 1

1 5 1 1
ln 0 ( ) .

3 3 3 3

f

f f f x x
   

       
   

  

 

  

f’(x)

f(x)

x 10 2
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Δ3.  Η f  συνεχής στο 
1

1
,
3

x
 
  

  

Η f  παραγωγίσιμη στο 
1

1
,
3

x
 
 
 

  

Από Θ.Μ.Τ υπάρχει ένα τουλάχιστον 
1

1
( , )

3
x   

Τέτοιο ώστε 
1

( ) 01

1 1
1

1 1 1
( ) ( ) ( ) 3 ( )
3 3 3( )
1 1 3 1 3

3 3

f xf f x f f

f
x x

x




 

   
   



 

2

1 1
( )

2
f x

x x
  


  

 
2 3

1 2
( ) 0

2
f x

xx
    



  για κάθε (0,1)x   

Άρα η f   γνησίως φθίνουσα στο (0, 1) οπότε το ξ είναι μοναδικό. 

 

Δ4. F, G αρχικές της  f στο (0,2) 

1 2
( ) ( ) 0F x G x    

i) F  αρχική της  f  άρα ( ) ( )F΄ x f x   

G  αρχική της  f  άρα ( ) ( )G΄ x f x  

Άρα ( ) ( )F΄ x G΄ x  οπότε ισχύει ( ) ( ) ,   (1)  F x G x c c  ℝ  

 

Η (1) για x = x1 : 1 1 1
( ) ( ) ( )F x G x c c G x      

 

Η (1) για x = x2 : 
1

( )

2 2 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

c G x

F x G x c F x G x



      

 

ii) Έστω 
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) 2x x F x x G x x x x         ,  0, 2x  

 Η κ(x) συνεχής στο [x1, x2] ως πράξεις συνεχών. 

1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2
( ) ( ) ( ) 2 ( )x x F x x G x x x x x F x x x               

2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1
( ) ( ) ( ) 2 ( )x x F x x G x x x x x F x x x               

1 2
( ) ( ) 0, για κάθε   ( , )F΄ x f x x x x    

γιατί: Αν 
 γν. αύξ.

1 11 ( ) ( ) ( ) 0
f

x x f x f x f x       

Αν 
 γν. φθίν.

2 21 ( ) ( ) ( ) 0
f

x x f x f x f x       

Άρα η  1 2
( ) γν. αύξουσα στο ,  οπότε  F x x x  

 γν. αύξ.

1 2 1 2 2για  ( ) ( ) 0 ( )
F

x x F x F x F x     . 

Άρα η 
1 2 2 1 2

( ) 0 γιατί  ( ) 0 και 0x x F x x x        

2 1 2 2 1
και   ( ) 0 γιατί  ( ) 0 και 0x x F x x x       

Άρα 
1 2

( ) ( ) 0 x x    
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Από Θ. Bolzano η εξίσωση κ(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο  
(x1, x2). 

2 1 2 1 2
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 0΄ x x F΄ x x G΄ x x f x x f x            . 

Άρα η ( ) γν. αύξουσαx  οπότε η ρίζα είναι μοναδική. 

 

 

 


