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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 76. 

 

Α2. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 155. 

 

Α3. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελίδα 216. 

 

Α4. α) Σ β) Σ γ) Λ δ) Λ ε) Σ  
 

 

ΘΕΜΑ Β 

1
( ) , 1  g x x x

x
 

1
( ) , 1h x x x

x
    

Β1. 

1

( )
( ) ( )

1( )

x
g g x x

f x x
h h x

x
x


 

    
  

 

1



x

x

1x

x

1
, 1

1


 



x

x

x

   | ( ) 0
g h

x D D x h x  ∩  

 
2

1 1
( ) ( ) ( )

1 1
, 1

  
      

  


     ∩g h

r x g x h x x x
x x

x
x x x D D

x x
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B2. Έστω 
1
x , 

2
x  (1, )   με  

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 1
( ) ( ) ( 1)( 1) ( 1)( 1)

1 1

x x
f x f x x x x x

x x

 
         

 

 

⇔ ���� − �� + �� − � = ���� + �� − �� − � ⇔ ��� = ��� ⇔ �� = ��. 

 
Άρα η  f  είναι 1–1 και άρα είναι αντιστρέψιμη. 

 

Εύρεση του τύπου της αντίστροφης:  

 

1
( ) 1 1 ( 1) 1

1

x
y f x y yx y x yx x y y x y

x


               



 

11 1
( )

1 1

y y
x f y

y y


 

   

 

 

 

Πρέπει 1y   και 

1 1 1 1 2
1 1 0 0 0 1

1 1 1 1

y y y y
y

y y y y

    
         

   

 

 

Άρα 1 1
( ) , 1

1

x
f x x

x




 



, 

oπότε ���� = ������  για κάθε � > 1 

Άρα  1f f 

  

 

B3. 
1

( ) , 1r x x x

x

  
 

 

Κατακόρυφη Ασύμπτωτη:  

Η ( )r x  είναι συνεχής στο [1, +∞) οπότε δεν έχει κατακόρυφη 

ασύμπτωτη. 
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Πλάγια Ασύμπτωτη 

2

1
( ) 1

lim lim lim (1 ) 1

1 1
lim ( ( ) ) lim ( ) lim ( ) 0

x x x

x x x

x
r x

x

x x x

r x x x x

x x

  

  



   

      

 

 

Άρα η ευθεία δ: y=x είναι πλάγια ασύμπτωτη της r(x) καθώς στο  . 
 

 

B4. Πρέπει: 

 

 
1
: 1

f
x D x


    

   1

1 01
1 1 1 1 1 που ισχύει

1

x

f

x
f x D x x

x


 


         



  

 1
r

x D x   .  Επομένως x > 1. 

 

 (���(�(�))� = � + 	
(�) ⇔  �� = � + 	(� −
�

�
) ⇔  �� = � + 	� −

	

�
⇔ 

�� = � + 	�� − 	 ⇔  �� − 	�� − � + 	 = � ⇔  ��(� − 	) − (� − 	)
= � ⇔ 

�� − 	���� − �� = �. Προκύπτει:   

 

4

1, απορρίπτεται

1, απορρίπτεται

x

x

x





  

 

 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η  f  είναι συνεχής στο 
0

2x   

οπότε 
2 2

lim ( ) lim ( ) (2)
x x

f x f x f
 

 

   

 
2 2

lim ( ) lim( 2 4 ) 4
x x

f x x e
 

 

      4 e e 
   

 2

2 2

lim ( ) lim ( 4 3 ) 4 3 1
x x

f x x x   
 

 

           

 (2) 1f    

Άρα 1e


   



Ç
 
Å
Î
Å
Ë
ÉÎ
Ç
 
Ô
Ù
Í
 
Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÙ
Í

Â
Ñ
ÉË
Ç
Ó
Ó
ÉÁ

 

Έχει προφανή ρίζα λ = 0

Θεωρούμε τη συνάρτηση 

( ) 1g e


    

( ) 0 1 0g e


      

0 είναι ( ) 0g    .

Άρα έχει μοναδική ρίζα

 

Γ2. Για 0 2x   έχουμε:  

( ) 2 0f x f      γνησίως 

Για 2x   έχουμε:  

( ) 2 4 0f x x      x f  

Αφού η   f  είναι συνεχής στο

στο [0, +∞). 

Στο 
0

0x   η  f  έχει ολικό 

 

Γ3.  

(i)  Η f  συνεχής στο 

Η f  παρ/μη στο 0, 2

Στο 
0

2x     έχουμε: 

 

2 2 2 2

( ) (2) 2 4 1 2 4 2( 2)
lim lim lim lim 2

2 2 2 2   

   

         
    

   x x x x

f x f x e x x

x x x x

 

και 

2 2 2

( ) (2) 4 4 ( 2)
lim lim lim 0

2 2 2x x x

f x f x x x

x x x  
  

     
  

  

= 0 

ούμε τη συνάρτηση ( ) 1g e


    , όπου λ ∈ �. 

( ) 0 1 0       

 

 

. 

μοναδική ρίζα την λ = 0 

γνησίως φθίνουσα στο [0, 2) 

2x f    γνησίως φθίνουσα στο [2, +∞). 

είναι συνεχής στο, προκύπτει ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα 

ολικό μέγιστο το  0 5f  . 

συνεχής στο    0,3 0,   

0,2 και   2, 3   

 

( 0)

2 2 2 2

( ) (2) 2 4 1 2 4 2( 2)
lim lim lim lim 2

2 2 2 2   



   

         
    

   x x x x

f x f x e x x

x x x x

 

2 2

2 2 2

( ) (2) 4 4 ( 2)
lim lim lim 0

2 2 2x x x

f x f x x x

x x x  
  

     
  

  

 

είναι γνησίως φθίνουσα 

( ) (2) 2 4 1 2 4 2( 2)
lim lim lim lim 2

2 2 2 2

         
    

   

f x f x e x x

x x x x
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Άρα δεν υπάρχει ο παράγωγος αριθμός  � ′(2) και άρα δεν εφαρμόζεται 

το ΘMT στο  0,3 . 

(ii) Αναζητούμε αν υπάρχει � ∈ (0, 3): 
(3) (0)

( )
3 0

f f
f 


 


 

Για (0,2)   πρέπει 
0 5

2
3



   άτοπο 

Για (0,3)   πρέπει 
5 5 17 17

2 4 2 4 2
3 3 3 6

              . 

 

Γ4. 

 

1
( )

2
y t   

0
( ) (2) 1y t f   

  2( ) 1 1
εφ( ( )) εφ( ( )) ( ) (1 εφ ( ( ))) ( ) ( )

2 2 2

y t
t t y t t t y t   

           

 

5.5

5

4

3

2

1

0

0 1 2

 (2, 0)

y(t))

y

x

(2, 1)

3 4 5 6

-1

4.5

3.5

2.5

1.5

0.5

-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5

-0.5
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0

2

0 0 0 0 0

1 1 1 1 5 1
(1 εφ ( ( ))) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

2 4 2 2 4 4

t t

t t y t t t   



             

0

1
( ) rad / sec

5
t   . 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

�(�) =
������

�
,   � > 0,  ,  ℝ , με �((0, +∞)) = (−∞,  1 +

�

�
]
 

 

Δ1.  

2 2 2

1
( ) (ln )

1 ln 1 ln
'( ) , 0

a x x ax
ax x ax xxf x x

x x x

  
   

     

'( ) 0 1 ln 0 ln 1f x x x x e         

 
Προκύπτει ότι έχει ολικό μέγιστο στη θέση e, το  �(�). 

Όμως το σύνολο τιμών της είναι το (−∞,   1 +
�

�
], άρα: 

�(�) = 1 +
1

� ⇔
1 + ��

� =
� + 1

� ⇔ 1 + �� = � + 1 ⇔ �� = � ⇔ � = 1
 

 

Δ2. Η  f  συνεχής στο 
1
,1

2

 
  

 

1 1
ln

1 12 2
2ln 1 2ln 2 1 0

12 2

2

f


 
       

 
 

(διότι 
1

2ln 2 1 0 2ln 2 1 ln 2 ln 2 ln 2
2

e e            που 

ισχύει) 

ln1 1
(1) 1 0

1
f


    

f (x)

f (x)

x e0

max

+

=

=
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Άρα 
1

(1) 0
2

f f
 

  
 

 

Από Θ. Bolzano υπάρχει  0

1
, 1 0,

2
x e

 
  
 

 ώστε 0
( ) 0f x  , το οποίο 

είναι μοναδικό στο  0, e , αφού f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, e .

γν.φθιν. * 1
([ , )) ( lim ( ), ( )] (1, 1]

f

x
f e f x f e

e

     

Προκύπτει ότι  0 ([ , ))f e   άρα ΔΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ρίζα της ( ) 0f x   στο 
[ , )e   

*
DL'H

1
1

ln
lim lim 1

1
x

x

x x
x

x

 
 
 







   

 

Δ3. i) ( ) (4)f x f  

Προφανείς ρίζες 
1 2

2, 4x x   οι οποίες είναι μοναδικές αφού  f   

γνησίως αύξουσα στο (0, e) και γνησίως φθίνουσα στο [e, +∞). 

 

ii) 
2 2

2 ln 2 ln ln 2 2ln
x x

x x x x       

�� �
� ≥

�� 2

2
⇔  

�� �
� + 1 ≥

�� 2

2
+ 1 ⇔  �(�) ≥ �(2) 

Για  0, η  x e f  είναι γνησίως αύξουσα οπότε 

( ) (2) 2 2f x f x x e       

Για  ,  η  ( ) x e f x  είναι γνησίως φθίνουσα οπότε 

���	 ≥ ��2	 = ��4	 ⇔ �(�) ≥ �(4) ⇔ � ≤ 4 ⇔ � < � ≤ 4. 

Τελικά  2,4x . 

 

Δ4. 
1

( ) ( )x
x

x
g x f e

e



   


 = � |
(�)|�

	 
��
�� = � ��(��)

�	�

��
��

	 
��
�� 

Θέτουμε 
1

ln d d
x

u e x u x u

u

      

Για 
1

1
ln2

2
x u     

Για 
2

0 1x u    

Άρα 
1

1

2

1 ln 1
( ) d

u
E f u u

u u



   
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Έχουμε 
1 ln 1

0 ,1
2

u

u

u

  
     

, οπότε 
1

1

2

1 ln 1
( ) d

u
E f u u

u u



    

 

0

0

1

1 2 2

2

1 ln 1 ln
( ) d ( ) d

x

x

u u
f u u f u u

u u

 
    

Αν 
γν.αυξ.

0 0

1
, ( ) ( ) 0

2

f

x x f x f x
 

     
 

Αν  
γν.αυξ.

0 0,1 ( ) ( ) 0
f

x x f x f x     

Άρα 
0

0

1

1 2 2

2

1 ln 1 ln
( ) d ( ) d

x

x

u u
E f u u f u u

u u

 
     

Όμως 
2

1 ln
( )

u
f u

u


   οπότε 

0

0

0

0

1

1

2

1

2 2

1

2

2

0

( ) ( )d ( ) ( )d

1 1
( ) ( )

2 2

1
( )

2

    

   
         



 
x

x

x

x

E f u f u u f u f u u

f u f u

f x

0

2 2 2

0

1 1 1 1
(1) ( )

2 2 2 2

 
   

 
f f f x

 

0

2

2 2
1 ln 41 1 1

( 2ln 2 1) 1 . .
2 2 2 2




        

 

 


